Ogoblna teoria caltki
Lista 1

Zad 1. Niech (Y,X) bedzie przestrzenia mierzalng, a f : X — Y dowolnym odwzoro-
waniem. Wyznaczy¢ najmniejszg o-algebre podzbioréw X, przy ktorej f jest odwzoro-
waniem mierzalnym. Taka o-algebre nazywa sie o-algebrq generowanqg przez f i oznacza
przez o(f).

Zad 2. Niech (X, X)) bedzie przestrzenia mierzalna, a f : X — Y dowolnym odwzorowa-
niem. Wyznaczy¢ najmniejszg o-algebre podzbiorow Y, przy ktorej f jest odwzorowaniem
mierzalnym. Jak wyglada najwieksza taka o-algebra?

Zad 3. Wyznaczy¢ g-algebre o(f), jesli

a X = Ri f(x) = I4(z) — Ip(z), gdzie A, B C X,
1

(
(

x) = 1a(x) + Ip(x), gdzie A, B C X,

c R —Ri f(z) =sgnz,

) f: f
b) f:X - Rif
) [ f(

d) f:R = Ri f(z) = [2], gdze [z] = max{k € Z: k < x}.

Zad 4. Niech f,g:[0,00) — [0,00). Sprawdzi¢, czy funkcja f jest mierzalna wzgledem
o(g) lub g jest mierzalna wzgledem o(f), jesli

a) f(z)=sin(rz), g(x)=sgn (sin(rz)),
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d) flx) =3 020n Lt (@), g9(x) = {[x+ 12 2¢N

Zad 5. Pokazaé, ze jezeli funkcje f, g : X — R sa mierzalne, to mierzalne sg zbiory

A={zeX:f()<g@)}, B={reX:f(@)<g@)} C={reX:f() =g}

Zad 6. Udowodni¢, ze jezeli funkcja f : X — R jest mierzalna, to mierzalne sa wszystkie
funkcje

b flz)>b
fap(x) =< f(x) a< f(x)<bh, gdzie a <b.
a flx) <a

Zad 7. Wykaza¢, ze jezeli {f,}nen jest ciagiem funkeji mierzalnych f, @ X — R, gdzie
R =R U {00, +o0}, to funkcje

lim sup f, oraz liminf f,

n—oo n—oo

sa funkcjami mierzalnymi.



