
Ogólna teoria caªki

Lista 1

Zad 1. Niech (Y, Σ) b¦dzie przestrzeni¡ mierzaln¡, a f : X → Y dowolnym odwzoro-
waniem. Wyznaczy¢ najmniejsz¡ σ-algebr¦ podzbiorów X, przy której f jest odwzoro-
waniem mierzalnym. Tak¡ σ-algebr¦ nazywa si¦ σ-algebr¡ generowan¡ przez f i oznacza
przez σ(f).

Zad 2. Niech (X, Σ) b¦dzie przestrzeni¡ mierzaln¡, a f : X → Y dowolnym odwzorowa-
niem. Wyznaczy¢ najmniejsz¡ σ-algebr¦ podzbiorów Y , przy której f jest odwzorowaniem
mierzalnym. Jak wygl¡da najwi¦ksza taka σ-algebra?

Zad 3. Wyznaczy¢ σ-algebr¦ σ(f), je±li

a) f : X → R i f(x) = IA(x)− IB(x), gdzie A, B ⊂ X,

b) f : X → R i f(x) = IA(x) + IB(x), gdzie A, B ⊂ X,

c) f : R → R i f(x) = sgnx,

d) f : R → R i f(x) = [x], gdzie [x] = max{k ∈ Z : k ≤ x}.

Zad 4. Niech f, g : [0,∞) → [0,∞). Sprawdzi¢, czy funkcja f jest mierzalna wzgl¦dem
σ(g) lub g jest mierzalna wzgl¦dem σ(f), je±li

a) f(x) = sin(πx), g(x) = sgn (sin(πx)),

b) f(x) = [x], g(x) = [
√

x],

c) f(x) = [x], g(x) =

{
x2 x ∈ N
[x + 1][x] x /∈ N

,

d) f(x) =
∑∞

n=0 n · I(n,n+1](x), g(x) =

{
x(x + 1) x ∈ N
[x + 1]2 x /∈ N

.

Zad 5. Pokaza¢, »e je»eli funkcje f, g : X → R s¡ mierzalne, to mierzalne s¡ zbiory

A = {x ∈ X : f(x) < g(x)}, B = {x ∈ X : f(x) ≤ g(x)}, C = {x ∈ X : f(x) = g(x)}.

Zad 6. Udowodni¢, »e je»eli funkcja f : X → R jest mierzalna, to mierzalne s¡ wszystkie
funkcje

fa,b(x) =


b f(x) > b

f(x) a ≤ f(x) ≤ b

a f(x) < a

, gdzie a < b.

Zad 7. Wykaza¢, »e je»eli {fn}n∈N jest ci¡giem funkcji mierzalnych fn : X → R, gdzie
R = R ∪ {−∞, +∞}, to funkcje

lim sup
n→∞

fn oraz lim inf
n→∞

fn

s¡ funkcjami mierzalnymi.


